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円孔縁 に 2集 中 力 を う け る 円板の応力
宮 尾 嘉 寿
S仕esses in a Disk acting Two Concentrated Forces on 
a Circ叫ar Hole 
by Kazyu MIYAO 
This paper presents an exact solution for the stresses in a disk acting two conce­
ntrated forces on a circular hole. The polar coordinates were used for the disk with 
a concentric circular hole and the bipolar coordinates were used for the one with an 
eccentric circular hole. The basic stress functions were e玄panded in the Fourier 
series by means of parallel movements of the complex coordinates. A complete stress 
function in the disk with a hole was constituted in a form， in which a basic stress 
function was added to the auxiliary one. 
1 円孔を有する円板において， 円孔縁に釣合った集
中荷重が作用する問題は機械部品に よ く 見られる と こ
ろであ る。 本報告は同心あ るいは偏心する 1 円孔縁に
円板に対称の位置に 2 集中力が作用する場合を平面応
力問題と して取 り 扱い， 主と して円孔縁の主応力分布
について考察をした。 理論解は複素変数で、あ らわした
基礎応力関数を複素座標の平行移動に よ っ て曲線座標
に変換しω， 級数の形にあらわした。
1 .  同心円孔を も っ円板ω
半径Rの円板に半径 b の同心円孔があ り ， 円孔縁の
対称の位置に集中力Pが作用する も の とする。 図- 1
の よ う に直交座標をと る と ， 半径 b の円孔に 2 集中力
1. 
B 
図- 1 同心円孔板
が作用する無限板に対する応力関数は平板が一般化さ
れた平面応力状態にある とすれば次式で示される 〈的。
(411'/P)Xo = (z - Z) (logz， - 10gZ， - 10gzá10gz2) 
- 2b(logz+ 10gz) ・ . . . . . . . . . . ・ ・ … ・ ・ ・ ・ ・ ・ H ・ H ・ … ・ ・ ・ ・ ・ (1)
こ こに z =x+iy， z= x - iy . . .であ る。
しカ通 る Vこ
z， = z - b = b+ ( 1 -+)， 
Z円+b = b+( 1 ++) … 聞
の関係があるから ， p-=r/b とする と次式を う る。
即ち zz yeze と して
10gz， = 糾10gb+抑+均 ( 1 ーデ 9 )
= ilJ+ 10gb + 10gp - fl -1_p- n(cosnlJ n=t n 
- isinnlJ)， p> 1 
10腕 =糾10gb +10gp -雲1Lヂp-" ( . . . . . . (3) 
(cosnlJ - isinn8)， p> 1 
10gz =  10g(b • + )=ilJ+10gb+10gp ，  
p> O 
これらの諸量を用い， 応力お よ び歪に無関係の項を
省略する と ， 基礎応力関数Xoは次式に展開される。
- �T> Xo = logp+� r". {n - 1 bP 飽;;2，4 . . . n2 - f l 
一 切+ 1 )p2} cosn8， P> 1 ・… . . . ・ H ・ . . … ' " ・ H ・ . (4)
本問題の所要応力関数を X= XO+X， の形と し ，
XO に付加する補助応力関数 X， は円孔縁 (p = 1 ) に
おいて XO に よ る応力分布を乱さぬ形と して次式の も
のを採る。
一 (πfbP) X， = Ao (ρ2 - 21ogp) +呈
[Aη {npπ+2+p-n ー (n十 1 )p叫 +Bn (np-肘2
_ pn 一 切 - l )p 叫 ]cosn8 ・………… . . . ・ H ・ . . …(5)
(5) 式に含まれる定数 Ao An お よ び Bn は 外周
(p=p， =Rfb) における条件 X= const， 8X/8r = 0 よ
り 次式にな る 。
Ao= - _/_ .1 • ， • 1 。一 一一一一一一一一一一 l- - 2(P，2 - 1 ) ， I 
A I n十1 一 昨�/-= Pl-�n_nQ I 一 一 一 -n - - n(n 十 1 ) (p，n - p，-n)2 - n2(P， - P，-')2 l 
ì (6) 
B ー � I 一 ・旬 - n(n - 1 )  I 
n2P，2 ー (n - l )(2n+ 1 )十n(n - 1 ) pl-2 _ p，-2n I (p，n _ p，-n)2 _ n2(p ， - p，-')2 ) 
さ て， Xo に よ る 内円周主応力は 〔πb/2P)[σe] b = l ， 
X， に よ るそれは
一 (πb/2P) [O'O]P=l = 2Ao+2}J 
n {(n十 1 )An ー (n - 1 )Bn) cosn8 ・ … … … … … ・ (7)
であ るから ， 本問題の円孔周辺主応力式は これらの
和と して次式にな る。
_1， tJ 2 金金二と[0'8J = 二� - 8(P I - Pl-')2�2P -... � 11 ... p= 1 P12 - 1 ...... 'r i. r ... ，/ ;:;:: 1 . f. 
2cos2n8 
(p，2n _ Pl-2う2 - 4d(P1 - P14〉2 ， P1> 1 ・・ ・ (8)
ま た外円周辺主応力式は
竺旦[0'8]Pl = 一」一一+4(1 - p，-2 ) I] 2P .... - v ... r ... P12 - 1 ' - ， � f .L ，/ �..::; 1， 2， . ・
n(p12n - Pl-2n)COS②n8 
(P12 •二瓦工五)2 - 4nZ(p， - Pl- ')2 …
. . . ・ H ・ . . . ・ H ・ ' ( 9)
2 .  偏心円孔を も っ円板
図- 2 の よ う に偏心した円孔， お よ び円板の半径を
それぞれ b ， R と し， 円板に対称な位置A， B点に集
中力Pが作用する も の とする 。 問題に適する 曲線座標
と して
z = acoth(叩/2)， z= x十iy， 面=æ- iβ， 1 
f (10) ah = coshæ - cosβ， x = sinhæ/h， y = sinβ/h J 
を採 り ， 図の よ う に座標を定める。 内局7i!.' .'1:= c， 外
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周を a=a" (c>æ，> 0 ) とする と ， b = acosechc 
d = acothc S， = atanh(c/2)， s，， = acoth(c/2) と な
る。
(j，_=αt 
図 2 偏心円孔板
本問題の基礎応力関数と して(1)式を用い る と 図の複
素座標の聞に次の関係がある。
zo = z - d， Z， = Z - S2， Z2 = Z - S， ・ ・ ・ ・ … . . (日)
よ っ て
ーW 1 _ n- (2C-W) aeC 叫 l - e "...'" ーZo = 一言inhC -1二e-W ， 
h aef-面 1 - e士二1
・ 一言inh(可証ア 1 - e-百 ， 
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、BEllig---、
，，BEBEE---/
Z2 =____!l，丘-w 1主土ヱcosh( cf2) 1 - e- OJ 
これを展開する と
logzo = log(a/sinhc ) +c - a+iβ 
� 1 -n(2 � ーα〉ー ユ� ----=--e (cosnβ ー isinnβ〉n= l n 
d i e-岬(cosnß+ isinnß 
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三れらを(1)式に入れ， 応力に無関係の項を省 く と基
礎応力関数は次式に展開される 。
〈πsinhc/P) hXo = a(cosh由一 cosβ) +e-C(e-Ccosh� 
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- 2cosh"， )sinh�cosβ+2sinhc !: e.-"仁n=2，4， . . .  n� - 1 
(nsinM +cosM)cosnβ 
+2!: e-nc � _1-sinhcsinhn�sinM η=2.8. . . .  t n 
sinhc + coshc 一 一tlCnすご王了一一(ncoshn�sinM
- si伽�c叫)}c叫 c>"，> 0 ， �= c - "， 幽
これに付加する 補助応力関数 は前と 同様に 円抗縁
("'= c あ る L 、は�= 0 ) において 向= TaS= 0 と
な る7f� と して
(πsinhc/p)h;(1 =Bo {�(cosh"，- c個β)c伺，hc
+sinM(coshacosβ ー cosh2c) }
+A1(cosh2�- 1 )cosβ 
+!: {A飽sinhn�sinh;+恥(ncoshn;sinMn=Z，4， . 
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- sinhn;cosh;)} cosnβ … . . . . . ・ H ・ . . . . ・ H ・ . . . . ・ H ・ . .闘
を採る。 これに含ま れる未定定数 Bo. Ah A旬. B耐
A'" お よ び B'" を外周辺 C� =れ=C - "'I) が 自 由境
界である条件よ り 決定する と次の よ う になる 。
Bn = _ _ ' �inM}+，c?S?:1S.in��! ・ 一 一。 - 2sinh;'lcoshc(sinh2c+sinh2"'1) ' 
A1 = 一+{ e均nhc
+ sinh刷出直1_ ._ 9 .... 1 sinM1(sinh2c+sinh2"'1) J 
A 2nsinksinEEーL偽= - si面長1- n2sinh2�1 
B 2sinhc 一 一-n - n2 - 1 
e-�J sinhn�1 +n(nsinh�1 +COSh�1)sinh�1 
sinh2n�1 - n2sinh2�1 
D-nc A乍= ー 2三五-sinhc，
. .1n-nc 
B'，， = 五訪ヨア(nsinhc+ coshc) 
こ の円板で最大応力は円孔縁に生ずる 。 ;(0 に よ る 円
孔縁主応力は前述の よ う に (π/2P) (<1 )b = l/b であ
り ， ;(1 に よ るそれは
(all/2P) (<1 :Jc = (coshc - c回斗Bo(coshc
+cosβ)sinhc+2A1cosβ 
+Z 4 仇co鮒 +28 品.co開.a)cosぽhc
- ・ ・倒
である 。
呈 錦叫A'.潟叫刑c∞o伺sn岬β= - 2:お:si泊nhc�呈3 e-哨，鈍町z"‘=2，8 . . .  n=2，8 . 
= ( 1 +2巾Sβ 一 m::九副 知山， c> o 胸
を考慮する と ， 本問題の円孔縁主応力は次式にな る。
2sinh�1 +sinh2a1cosh�1 íP (<1)J c = - 4(si出.2C+sinh2"'1)sinh�1co函7
(cosh2c - ωs2β〉
+ (∞shc -∞sβ) [ 1 十
2sinh�lsinh2c - sinh2"'1cosh�1 
2(si品.2c+sinh2"'1)si曲作osh� co唖β
軒 両2cos2nβ- 8sinh2�1ち 1 一一一一一一一一 一一一一一一 … 制AF1ι. sinh22n�1 - 4却2sinh2�1
ま た円板外周辺主応力式は次式になる 。
Z L山バC惜h"'1 - C'倒的
〔 sinhacoshS1 - s出，cosβ .一一一ー ー 一一 ~ 一一一 ー 一一一 cosnc(sinh2c+sinh2"'1)sinh�1 W�U 
ぞ， nsinh2n�lcos2nβ +4sinM，:う 1 1 0';;'1 sinh22n�1 - 4n2sinh2�1 
- ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (20)
ま たQ9)， f20}式において， "'1→ 0 ， �1→ c とすれば半
無限板の問題になる 。 すなわち次式を う る 。
多 〔の〕e = ￡室長一(側協ーω糾
ぞ"\ n司cos2nβ- 8sinh2c( coshc - cosβ〉明:;;;1 sinh22nc ー初旬・
. . . . . . . . ω  
(l6) 
r coshc 
íP- [. JO = 一 ( トcosβ〕lZEE-cosβ
ペ 閥inh2附叩s2nβ 1 _ _ _ 10<< - 4sinhc">: 一一一 一一 | 倒石;;1 sinh22nc - 4n2sinh2c .J �
3 . 数 値 例
円板の内周 と外周の比を μ=b/Rと し， 円孔の偏心
量を À= e/R とする 。 μ= 0 . 3お よ び 0 . 5， À = 0 ， 
0 . 1， 0 . 2 お よ び 0 . 3 における 内周お よ び外周の主応
力分布をωおよ び帥式に よ って計算 し， 図 3 - 6 に示
す。
ま た半無限板において， 円孔中心の直線縁から の距
離を ぬ と して， 円孔位置に よ る応力変化を図 7 に示
す。 同図において， 実線は本問題の も のであ り ， 破線
は円孔縁に集中荷重Pに等しい合力をも っ， 分布荷重
(P/2b)coslI に対する も のである 。
μ = 0.3  
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図 3 内円孔主応力分布
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図- 4 内円孔主応力分布
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図- 5 外向周主応力分布
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図 6 外円周主応力分布
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